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Avant-propos

On prononce Caml avec le « ca» de café et le «mel» de melba.

AML est un langage de programmation de conception récente qui réussit a étre a

la fois tres puissant et cependant simple a comprendre. Issu d’une longue réflexion

sur les langages de programmation, Caml s’organise autour d’un petit nombre
de notions de base, chacune facile a comprendre, et dont la combinaison se révele
extrémement féconde. La simplicité et la rigueur de Caml lui valent une popularité
grandissante dans I’enseignement de 'informatique, en particulier comme premier lan-
gage dans des cours d’initiation a la programmation. Son expressivité et sa puissance
en font un langage de choix dans les laboratoires de recherche, ou il a été utilisé pour
traiter des problemes parmi les plus ardus de l'informatique: démonstration assistée
par ordinateur, analyses automatique de programmes, systemes de réécriture, compila-
tion et métacompilation. En bref, Caml est un langage facile avec lequel on résout des
problemes difficiles.

Longtemps réservé a de grosses machines couteuses, le langage Caml est main-
tenant disponible gratuitement sur toute une gamme de machines, du micro-ordinateur
personnel (PC, Macintosh, ...) aux stations de travail les plus puissantes, ce qui le
rend accessible a un vaste public, de 'amateur curieux au professionnel chevronné en
passant par I’étudiant informaticien. A ce vaste public, Caml apporte une nouvelle
approche de la programmation, des plus fructueuses. L’investissement que vous ferez
en apprenant Caml ne sera pas vain: vous constaterez que le langage vous ouvre des
horizons nouveaux et qu’il est assez puissant pour que vous y exprimiez simplement des
idées complexes. Ce qui se congoit bien s’énonce clairement et les programmes pour le
dire vous viennent aisément en Caml.

Ce livre se propose donc de faire découvrir Caml & tous ceux qui s’intéressent a la
programmation. Nous nous sommes efforcés d’écrire un livre accessible a tout «honnéte
homme », mais qui permette cependant de maitriser le langage et d’en saisir les beautés.
Pour ce faire, nous avons combiné une introduction progressive aux principaux traits du
langage avec un véritable cours de programmation, illustré de tres nombreux exemples
de programmes qui vous permettront de saisir comment on utilise Caml et de vous
approprier petit a petit ce merveilleux outil. Les exemples vont jusqu’au développement
de programmes complets et d’une longueur respectable. Nous nous efforcons de justifier
ces exemples, en les replagant dans leur contexte et en analysant la clarté et 'efficacité
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des solutions proposées. Cet ouvrage s’organise comme suit :

e La partie I, «Programmer en Caml», introduit progressivement les traits du
langage et les méthodes essentielles de programmation en Caml.

e La partie II, « Exemples complets », montre comment résoudre en Caml un certain
nombre de probléemes réalistes de programmation.

e La partie III, «Introspection », ébauche une implémentation de Caml en Caml,
expliquant ainsi le typage et ’évaluation de Caml.

En complément de ce livre, les auteurs ont écrit un second ouvrage, intitulé Manuel
de référence du langage Caml et publié par le méme éditeur, contenant tout ce qui
est nécessaire au programmeur Caml expérimenté : un manuel de référence du langage
Caml et un manuel d’utilisation du systeme Caml Light, le compilateur Caml que nous
utilisons dans ce livre. Les deux livres sont congus pour étre utilisés ensemble : le présent
ouvrage renvoie au manuel de référence pour une description exhaustive du langage et
des explications détaillées de certains points techniques ; le manuel de référence suppose
connues les notions introduites dans cet ouvrage.

Tous les exemples de ce livre sont présentés dans le systeme Caml Light, un en-
vironnement de programmation en Caml fonctionnant a la fois sur micro-ordinateurs
(Macintosh et PC) et sur mini-ordinateurs et stations de travail Unix. Il existe d’autres
implémentations du langage Caml, comme par exemple Objective Caml, qui ajoute
a Caml Light des objets et des classes, ainsi qu’un systéme de modules plus puissant.
L’essentiel de ce qui est dit dans ce livre porte sur le langage et s’applique donc a toutes
les implémentations. Nous signalerons les quelques points spécifiques au systeéme Caml
Light. Les lecteurs qui souhaitent consulter la documentation complete du systeme
Caml Light peuvent se reporter au Manuel de référence du langage Caml, ou a notre
site Web http://caml.inria.fr/.

Le systéeme Caml Light est distribué gratuitement et peut étre reproduit librement
a des fins non commerciales. Pour ceux qui ont acces au réseau Internet, Caml Light
est disponible sur le Web a l'adresse http://caml.inria.fr/. L’Institut National de
Recherche en Informatique et en Automatique (INRIA) en assure également la distri-
bution sur cédéroms. Pour obtenir ce cédérom, reportez-vous a I’encadré qui figure en
page de copyright.

Nous encourageons le lecteur a se procurer le systéeme Caml Light et a I'installer
sur sa machine, suivant les instructions données par exemple dans le chapitre 12 du
Manuel de référence. Il pourra ainsi essayer les exemples et expérimenter par lui-méme,
ce qui lui facilitera grandement la lecture de ce livre.

Remerciements

Nous tenons a remercier Christian Queinnec, Bernard Serpette et Gérard Huet qui
se sont astreints a relire ce livre, Valérie Ménissier-Morain qui a participé a l'illustration,
Tan Jacobs pour son assistance typographique et Christian Rinderknecht qui a restauré
les lettrines, une calligraphie anglaise du huitieme siecle. Le jeu de taquin de la sec-
tion 11.4 est di a Francois Rouaix ; ’exemple de la section 11.2 est traduit d’un pro-
gramme de John Ousterhout.
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Avertissement

0
X
(X\ A PREMIERE PARTIE de ce livre est une introduction progressive au langage
(s>, Caml. On n’y suppose pas de connaissances préalables autres que des no-
tions élémentaires de mathématiques du niveau du lycée. Les exemples de pro-
grammes que nous vous présentons vont de ’exemple d’une ligne au vrai programme de
plusieurs pages. Tous les exemples ont été mirement réfléchis pour étre soit étonnants
(voire amusants, pourquoi pas ?) soit réellement utiles ou représentatifs des programmes
qu’on écrit vraiment. Si bien que nous espérons que tous pourront nous lire avec profit,
du débutant en programmation, ignorant complétement Caml et désirant s’en faire une
idée, a I’étudiant confirmé qui trouvera matiere a réflexion dans des programmes non
triviaux.

En s’adressant a un si vaste public, nous avons tenté d’accélérer la lecture de tous:
le débutant verra souvent des sections qu’on lui suggere de ne pas lire, car elles sont
compliquées et pas indispensables pour la suite, tandis que le spécialiste sera invité
a sauter des chapitres entiers si ses connaissances le lui permettent. Par exemple, le
prochain chapitre débute par un avertissement au spécialiste :

Si vous savez déja que «2 + 2; ;»font «- : int = 4», ... , vous pouvez
sauter ce chapitre.

En revanche, le chapitre 3 contient une section «Effets et évaluation », qui s’ouvre par
un avertissement au débutant : « Cette section peut étre sautée en premieére lecture. »

La démarche que nous avons adoptée, c’est-a-dire ’apprentissage par des exemples
intéressants, nous a conduits a présenter les notions du langage par nécessité: nous les
expliquons lorsqu’elles interviennent et uniquement la. Il se peut donc que certaines
notions, inutiles a nos programmes, ne soient pas passées en revue. Cela indique claire-
ment qu’elles ne sont pas essentielles. Si 'on désire absolument une vue exhaustive des
possibilités de Caml, on consultera le Manuel de référence du langage Caml auquel nous
avons déja fait allusion.
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Premiers pas

Ou l'on vérifie que 2 et 2 font 4.

I VOUS SAVEZ DEJA que «2 + 2; ;» font «- : int = 4» et que «let f
= function x -> ... » signifie «let f x = ... », vous pouvez sauter ce
chapitre. Sinon, il vous initiera a I'interaction avec Caml.

1.1 1Idées générales sur Caml

Caml est un langage simple: il y a peu de constructions mais ces constructions
sont les plus générales possibles. Caml utilise des notations intuitives ou consacrées par
I'usage et souvent proches de celles des mathématiques. Par exemple, pour ajouter 1
et 2, il suffit d’écrire 1 + 2. Et les chaines de caracteres, c’est-a-dire les textes qui ne
doivent pas étre interprétés par le langage, sont écrites entre des guillemets ", notation
classique en informatique.

Bien que réalisé en France, Caml est anglophone: ses mots-clés sont en anglais.
Ainsi, les valeurs de vérité de la logique mathématique, le vrai et le faux, deviennent
true et false en Caml. Ce n’est pas une réelle difficulté, car les mots-clés sont peu
nombreux et nous les traduirons au fur et a mesure.

Caml apporte une grande aide au programmeur, en s’efforcant de détecter le plus
possible d’erreurs: le langage analyse les programmes qui lui sont soumis pour vérifier
leur cohérence avant toute tentative de compilation ou d’exécution. La principale anal-
yse de cohérence qu’il effectue se nomme le typage, mécanisme qui vérifie que les
opérations qu’on utilise sont déja définies et que les valeurs qu’on leur applique ont un
sens. Par exemple, I’addition n’est définie que pour les nombres, pas pour les valeurs de
vérité ni pour les chalnes de caractéres. Donc true + 1 sera rejeté, de la méme fagon
que 1 + "oui". Vous constaterez vite qu’il est ainsi plus difficile d’écrire en Caml des
programmes manifestement faux : le langage les rejette automatiquement. Le corollaire
est évidemment qu’il est plus facile d’écrire des programmes corrects !

Si vous étes familier avec un langage algorithmique classique, comme Pascal par
exemple, vous ne serez pas completement dépaysé par Caml: vous y retrouverez la
notion de fonction et une notion similaire a celle de procédure ; d’autre part nous avons
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déja vu que Caml est un langage typé. Ces notions sont simplement généralisées et
simplifiées: par exemple le typage est automatique et ne nécessite pas d’annotations
dans les programmes comme c’est le cas en Pascal.

1.2 Dialoguer avec Caml

Caml offre non seulement un compilateur traditionnel, qui transforme des fichiers de
code source en code compilé exécutable par la machine, mais aussi un systéme interactif
qui vous permet de dialoguer directement avec Caml, sans passer par I'intermédiaire
d’un fichier. Dans ce mode, le langage s’utilise comme une «calculette » : vous tapez des
phrases au clavier de 'ordinateur et Caml réagit en vous donnant immédiatement les
résultats de vos programmes. Nous utiliserons d’abord cette méthode d’interaction di-
recte car elle facilite I’apprentissage. Nous verrons plus tard 'utilisation du compilateur
indépendant, a partir du chapitre 10. Vous pouvez donc entrer au terminal les exemples
qui suivent, si vous avez déja installé le systéeme Caml Light sur votre machine.

Toutes les phrases soumises & Caml doivent étre munies d’une indication de fin de
phrase, ce qu’on note en Caml par ;; (deux points-virgules accolés). C’est justifié pour
un systeme qui offre une version interactive, dans la mesure ou il est impossible de
deviner quand l'utilisateur a terminé sa phrase: par exemple apres 1 + 2, il est permis
d’écrire encore + 3 pour évaluer 1 + 2 + 3. D’autre part, une phrase peut s’étendre
sur autant de lignes que nécessaire; la fin de la ligne ne se confond donc pas avec la
fin de la phrase. On devra donc écrire ;; pour signaler la fin de la phrase. Il faut bien
entendu également appuyer sur la touche «retour chariot » (return en anglais) comme
c’est traditionnel pour toute interaction avec un ordinateur.

En réponse au signe d’invite de Caml (le caractere # que Caml imprime pour indi-
quer qu'il attend que nous tapions quelque chose), demandons-lui d’effectuer un petit
calcul : 'addition de 2 et de 2. Pour cela nous entrons simplement I’opération a effectuer,
2 + 2, suivie de la marque de fin de phrase ; ;.

# 2+ 2;;
- : int = 4

Caml nous répond immédiatement, en indiquant par un signe - que nous avons simple-
ment calculé une valeur, que cette valeur est de type entier (: int) et qu’elle vaut 4 (=
4). Vous constatez que Caml a déduit tout seul le type du résultat du calcul. Pour un
exemple si simple, ce n’est pas vraiment impressionnant, mais ¢’est un mécanisme ab-
solument général : quelle que soit la complexité du programme que vous lui soumettrez,
Caml en déduira le type sans aucune intervention de votre part.

1.3 Les définitions

Vous pouvez donner un nom a une valeur que vous calculez, pour ne pas perdre
le résultat de votre calcul. La construction qui permet ainsi de nommer des valeurs
s’appelle une définition.
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Définitions globales

De méme qu’en mathématiques on écrit : «soit s la somme des nombres 1, 2 et 3 »,
on écrit en Caml («soit » se traduit par let en anglais) :
# let s =1+ 2 + 3;;
s : int = 6
Caml nous répond que nous avons défini un nouveau nom s, qui est de type entier (:
int) et vaut 6 (= 6). Maintenant que le nom s est défini, il est utilisable dans d’autres
calculs; par exemple, pour définir le carré de s, on écrirait :
# let s2 = s *x s3;
s2 : int = 36
Les définitions sont des liaisons de noms a des valeurs. On peut considérer ces noms
(qu’on appelle aussi identificateurs, ou encore variables) comme de simples abréviations
pour la valeur qui leur est liée. En particulier, une définition n’est pas modifiable: un
nom donné fait toujours référence a la méme valeur, celle qu’on a calculée lors de la
définition du nom. Le mécanisme du «let» est donc fondamentalement différent du
mécanisme d’affectation, que nous étudierons plus loin. Il est impossible de changer la
valeur liée & un nom ; on peut seulement redéfinir ce nom par une nouvelle définition,
donc un nouveau «let ».

Une fois défini, un nom a toujours la méme valeur

Informatique et mathématiques

La grande différence entre les mathématiques et les langages de programmation,
méme ceux qui se rapprochent des mathématiques comme Caml, est qu'un langage
de programmation calcule avec des valeurs et non pas avec des quantités formelles.
Par exemple, en mathématiques, si x est un entier, alors x — = est égal a 0. Il n’est
pas nécessaire de connaitre la valeur de & pour obtenir le résultat du calcul ; on parle
d’ailleurs plutot de simplification que de calcul. Au contraire, en Caml, on ne peut parler
d’un nom s’il n’a pas été précédemment défini. On ne peut donc pas calculer x — z si
r n’est pas lié & une valeur précise, car il est alors impossible de faire effectivement la
soustraction :

#x - x;;

Entrée interactive:

>X - X5,

.-

L’identificateur x n’est pas défini.

Le langage indique ici que notre phrase est erronée puisque le nom x n’a jamais été
défini ; on dit encore que x n’est pas «lié». Mais le résultat est évidemment le bon, des
que l'identificateur est défini; nous pouvons par exemple faire le calcul avec s:

#s - s;;

- :int =0

Une autre différence essentielle entre un programme et une définition mathématique
réside dans la notion d’efficacité: un langage de programmation calcule des valeurs de
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maniere effective, ce qui demande un certain temps. Si ce temps devient prohibitif,
on peut considérer que le programme est incorrect, méme si I’on peut prouver qu’il
donnerait un jour le bon résultat. En mathématiques, cette notion de temps de calcul
est sans importance. Un autre écueil majeur de l'informatique est qu’elle ne connait
pas l'infini. Par exemple, la limite quand n tend vers l'infini de f(n), ce qu’'on note en
mathématiques lim,, o, f(n) et qui signifie la valeur de f(n) quand n devient arbitraire-
ment grand, existe éventuellement en mathématiques, mais ne peut qu’étre approchée
par une machine. Enfin, ’évaluation des expressions d’un langage de programmation
tel que Caml ne termine pas toujours: les calculs peuvent «boucler » et donc ne jamais
s’achever. Autrement dit, les fonctions définissables par un programme sont en général
des fonctions partielles (non définies pour certaines valeurs) plutét que des fonctions
totales (toujours définies).

Définitions locales

Les définitions de noms que nous venons de voir sont permanentes: elles restent
valides tant que vous n’abandonnez pas le systeme Caml. Ces définitions «définitives »
sont qualifiées de globales. Cependant, pour faire un petit calcul, il est inutile d’utiliser
des définitions globales : on dispose donc en Caml d’un moyen de définir temporairement
des noms, pour la seule durée du calcul en question. Ces définitions temporaires sont les
définitions locales, qui disparaissent a la fin de I’évaluation de la phrase dans laquelle
elles se trouvent. Ces définitions locales ne sont donc plus valides apres le calcul de
Iexpression qui les suit (apres le mot-clé in, qui signifie «dans»):

# let s = 20 in s * 4;;

- : int = 80

Le nom s a été lié a 20 pendant le calcul de s * 4, mais la définition précédente
de s reste inchangée. Pour s’en rendre compte, il suffit de demander la valeur de s,
c’est-a-dire le résultat du calcul réduit a s:

# s;;

- : int = 6

La définition locale d’un nom est completement indépendante du type actuel du nom:
par exemple, s et s2 qui sont actuellement de type int peuvent étre définis localement
avec le type string:

# let s = "Le langage " and s2 = "Caml" in s
- : string = "Le langage Caml"

s2;;

Cet exemple utilise 'opérateur ~ qui met deux chaines de caracteéres bout & bout (con-
caténation). Notez également que les définitions multiples consistent en une simple
succession de définitions séparées par le mot-clé and (qui signifie «et »).

1.4 Fonctions

Les fonctions forment les constituants élémentaires des programmes en Caml. Un
programme n’est rien d’autre qu’une collection de définitions de fonctions, suivie d’un
appel a la fonction qui déclenche le calcul voulu.
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Définir une fonction

Définir une fonction en Caml est simple et naturel, car la syntaxe est tres proche
des notations mathématiques usuelles. A la définition mathématique «soit successeur
la fonction définie par successeur(x) = =+ 1» correspond la définition Caml suivante :

# let successeur (x) = x + 1;;
successeur : int -> int = <fun>

Caml nous indique encore une fois que nous avons défini un nom : successeur. Ce nom
a pour type int -> int (-> se prononce «fleche»), qui est le type des fonctions des
entiers (int) vers les entiers (-> int) et ce nom a pour valeur une fonction (= <fun>).
Le systeme a trouvé tout seul le type de la fonction, mais il ne sait pas comment
imprimer les valeurs fonctionnelles, parce que leur représentation interne est faite de
code machine ; il affiche donc simplement <fun> sans plus de précisions. Effectivement,
le nom successeur possede maintenant une valeur :

# successeur;;

- : int -> int = <fun>

Une définition de fonction n’est donc pas essentiellement différente d’une définition
d’entier ou de chaine de caracteres. Elle définit simplement le nom de la fonction et lui
donne une valeur qui est une fonction, ce qu’on appelle une valeur fonctionnelle.

Application de fonctions

L’application d’une fonction & son argument suit aussi la convention mathématique
(rappelons que « f(x) » se prononce f de x):
# successeur (2);;
- : int = 3
Le langage Caml fournit une syntaxe plus souple pour utiliser et définir les fonctions: on
peut supprimer les parentheses autour des noms des arguments des fonctions aussi bien
au cours d’une définition que lors d’une application. Etant donnée la paresse 1égendaire
des programmeurs, c¢’est bien str cette habitude qui prédomine! Avec cette convention,
on écrit simplement
# let successeur x = x + 1;;
successeur : int -> int = <fun>

# successeur 2;;
- : int = 3

Définitions locale de fonctions

Rien n’empéche de définir une fonction localement, bien que cela surprenne souvent
les débutants en Caml. Voici un exemple de fonction locale :
# let prédécesseur x = x - 1 in
(prédécesseur 3) * (prédécesseur 4);;
- : int =6
La fonction prédécesseur n’est définie que pendant le calcul du produit des
prédécesseurs de 3 et 4.
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Les définitions locales sont aussi utilisées dans les définitions globales, par exemple
pour calculer la formule qui définit une fonction (ce qu’'on appelle le corps de la fonc-
tion). Définissons par exemple la fonction prédécesseur_carré qui retourne le carré
du prédécesseur d’un nombre (la fonction x +— (x — 1)2?). Nous définissons localement
le prédécesseur de I’argument, puis ’élevons au carré:

# let prédécesseur_carré x =
let prédécesseur_de_x = x - 1 in
prédécesseur_de_x * prédécesseur_de_x;;
prédécesseur_carré : int -> int = <fun>
# prédécesseur_carré 3;;
- : int = 4

Une fonction peut aussi définir localement une autre fonction. Par exemple, pour
définir la fonction puissance4 qui éleve son argument a la puissance quatre, il est
naturel d’utiliser la formule z* = (22)2, donc d’élever au carré le carré de I'argument.
Pour cela, on définit localement la fonction carré et on 1'utilise deux fois:

# let puissance4 x =
let carré y = y * y in (* définition locale d’une fonction *)
carré (carré x);;

puissance4 : int -> int = <fun>

# puissance4 3;;

- : int = 81

Comme on le voit sur cet exemple, les commentaires en Caml sont encadrés entre (*
et *). Ils peuvent contenir n’importe quel texte, y compris d’autres commentaires, et
s’étendre sur plusieurs lignes.

Fonctions a plusieurs arguments

Les fonctions possédant plusieurs arguments ont simplement plusieurs noms
d’arguments dans leur définition :

# let moyenne a b = (a + b) / 2;;
moyenne : int -> int -> int = <fun>
# let périmétre_du_rectangle longueur largeur =
2 * (longueur + largeur);;
périmétre_du_rectangle : int -> int -> int = <fun>

Le type de ces deux fonctions, int -> int -> int, indique qu’elles prennent deux
arguments de type int (int -> int ->) et calculent un entier (-> int).

Lorsque des fonctions ont plusieurs arguments, il faut évidemment leur fournir aussi
leur compte d’arguments quand on les applique. Ainsi, un appel a périmétre_du_rectangle
ou moyenne comportera deux arguments :

# périmétre_du_rectangle 3 2;;
- : int = 10

# moyenne 5 3;;
- : int = 4
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Fonctions anonymes

Une fonction Caml est un «citoyen a part entiere », on dit aussi «citoyen de premiere
classe », c’est-a-dire une valeur comme toutes les autres. Une fonction a le méme statut
qu’un nombre entier : elle est calculée, on peut la passer en argument ou la retourner en
résultat. Les valeurs fonctionnelles sont créées lors des définitions de fonctions, comme
nous venons de le voir. Cependant, on peut aussi construire des valeurs fonctionnelles
sans leur donner de nom, en utilisant des fonctions anonymes. Ces fonctions sont in-
troduites par le mot-clé function, suivi de la formule qui les définit :

# (function x —> 2 * x + 1);;

- : int -> int = <fun>

Encore une fois, Caml nous indique par le symbole - que nous avons fait un simple
calcul, dont le résultat est de type int -> int et dont la valeur est une fonction (=
<fun>). On applique les fonctions anonymes comme toutes les autres fonctions, en les
faisant suivre de leur(s) argument(s):

# (function x —> 2 * x + 1) (2);;
- : int = 5

Définition de fonctions a ’aide de fonctions anonymes

Il existe un autre style de définitions mathématiques de fonctions:

«Soit successeur : Z — 7

r — x+1»

Ce style insiste sur le fait que successeur est une fonction qui a tout élément x de
Iensemble Z des entiers associe z + 1. A 'aide des fonctions anonymes, cette définition
se traduit tres simplement en Caml:

# let successeur = function x -> x + 1;;
successeur : int -> int = <fun>

Contraintes de type

Pour se rapprocher encore du style de la définition mathématique, on peut méme
ajouter une contrainte de type sur le nom de la fonction, qui rend compte de 'indication
successeur : Z — 7 des mathématiques. Une contrainte de type (ou annotation de
type) est une indication explicite du type d’une expression Caml. Vous pouvez, si vous
le souhaitez, ajouter des annotations de type dans vos programmes, par exemple pour
aider a la relecture. Pour annoter un morceau de programme avec un type, il suffit
de mettre ce morceau de programme entre parentheses avec son type, avec la méme
convention que le systéme interactif, ¢’est-a-dire un « : » suivi d’un nom de type:

# ("Caml" : string);;

- : string = "Caml"

Nous obtenons maintenant une définition de la fonction successeur tres fidele a celle
des mathématiques:
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# let (successeur : int -> int) = function x -> x + 1;;
successeur : int -> int = <fun>

Ce style revient a définir le nom successeur comme un nom ordinaire, mais dont la
valeur est une fonction. Cette définition est absolument équivalente & la précédente
définition de successeur:

let successeur (x) = x + 1;;

Fonctions anonymes a plusieurs arguments

Le choix entre les deux modes de définition des fonctions est donc, comme en
mathématiques, une simple affaire de style. En regle générale, le style «let successeur
(x) =» est plus concis, particulierement lorsque la fonction a plusieurs arguments,
puisque l'autre style oblige a introduire chacun des arguments par une construction
«function argument ->». Par exemple, définir la fonction moyenne dans le style
«function x —>» conduirait a écrire:

# let moyenne = function a -> function b -> (a + b) / 2;;

moyenne : int -> int -> int = <fun>

Au passage, nous remarquons qu’une fonction anonyme a parfaitement le droit d’avoir
plusieurs arguments. Attention: il n’est pas permis d’écrire function a b ->, il faut
impérativement répéter le mot-clé function, une fois par argument. C’est pourquoi
nous utiliserons la plupart du temps le style le plus léger, celui qui évite d’employer le
mot function.

Les tests et 1’alternative

Caml fournit une construction pour faire des calculs qui dépendent d’une condi-
tion: c’est 'alternative, le classique «if ... then ... else ... ». Cette construction
correspond au calcul «si condition alors expression; sinon expression,», qui signifie
simplement qu’il faut calculer expression; si la condition est vraie et expressionsy sinon.
Nous illustrons cette construction en implémentant (c’est-a-dire en réalisant sur ma-
chine) la fonction «valeur absolue », qui calcule la valeur d’un nombre indépendamment
de son signe. Cette fonction, notée |z| en mathématiques, est définie comme :

x siz >0

|z| = :
—x sinon

Sachant qu’en Caml les comparaisons entre nombres entiers suivent les notations

mathématiques (<, >, =, >= et <=), nous sommes armés pour définir la fonction valeur

absolue :

# let valeur_absolue (x) = if x >= 0 then x else -Xx;;
valeur_absolue : int -> int = <fun>

# valeur_absolue (3);;
- : int = 3
# valeur_absolue (-3);;
- : int = 3
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Valeurs de vérité

Remarquons que les tests calculent un résultat, une valeur de vérité. Une valeur de
vérité est soit «vrai», soit «faux», ce qui se note true et false en Caml. On appelle
aussi les valeurs de vérité «valeurs booléennes», en I’honneur du logicien Boole; elles
sont du type bool. On peut donc employer les tests pour calculer un booléen :
#t2<1;;

- : bool = false

# (valeur_absolue (3)) = (valeur_absolue (-3));;
- : bool = true

1.5 Valeurs et programmes

Nous venons de faire des calculs. Mais o sont donc les programmes ? Ce sont tout
simplement les fonctions! Un programme consiste en une définition de fonction qui
calcule le résultat désiré. En général cette fonction utilise & son tour d’autres fonctions,
qui correspondent a la notion de sous-programmes. Par exemple, si vous désirez calculer
la somme des carrés de deux nombres, vous définirez d’abord la fonction carré:

# let carré (x) = x * X;;
carré : int -> int = <fun>

pour ensuite définir la fonction désirée:

# let somme_des_carrés x y = carré (x) + carré (y);;
somme_des_carrés : int -> int -> int = <fun>

et enfin 'appliquer dans le cas qui vous intéresse :

# somme_des_carrés 3 4;;

- : int = 25

En résumé : une fonction manipule des valeurs (entiers, chaines de caracteres, booléens)

qui ont toutes un type; la fonction elle-méme est une valeur et possede donc un type.
En ce sens, les programmes en Caml sont des valeurs!

1.6 Impression

Notion d’effet

Caml propose bien siir le moyen d’imprimer des valeurs a ’écran ou dans des fichiers.
On utilise pour cela des fonctions dont le but n’est pas d’effectuer des calculs mais de
produire des effets, c’est-a-dire une action sur le monde extérieur, par exemple une
interaction avec l'utilisateur du programme, I’écriture d’un fichier ou d’un message au
terminal.

Un premier effet

Nous allons réaliser un premier effet treés simple: nous écrivons «Bonjour!» a
I’écran en utilisant la fonction prédéfinie print_string qui a justement pour effet
d’imprimer son argument au terminal. Une fonction prédéfinie est une fonction qui
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vous est fournie par le systeme Caml; vous n’avez donc pas besoin de I’écrire. Ces
fonctions sont décrites en détails dans le Manuel de référence du langage Caml. Elles
sont aussi appelées «fonctions primitives » ou tout simplement «primitives ». Essayons
la primitive print_string:

# print_string "Bonjour!";;

Bonjour!- : unit = ()

L’impression s’est produite comme prévu. Cependant Caml nous indique aussi que
nous avons calculé un résultat de type unit et qui vaut (). Le type unit est un
type prédéfini qui ne contient qu'un seul élément, « () », qui signifie par convention
«rien». Nous n’avons pas demandé ce résultat: tout ce que nous voulions, c’est faire
une impression (un effet). Mais toutes les fonctions Caml doivent avoir un argument
et rendre un résultat. Lorsqu’une fonction opére uniquement par effets, on dit que
cette fonction est une procédure On utilise alors «rien», c’est-a-dire (), en guise de
résultat ou d’argument. (En position d’argument dans une définition de fonction, on
peut considérer () comme un argument minimal: 'argument (x) auquel on aurait
méme retiré la variable x; de méme en résultat, () figure une expression parenthésée
dont tout le texte aurait disparu.)

Impressions successives: séquencement

Supposez qu’il nous faille imprimer deux textes successifs a ’écran: par exemple,
«Bonjour » puis «tout le monde!». Nous devons faire deux effets a la suite I'un de
I’autre, en séquence. Evaluer en séquence deux expressions ej et eo signifie simplement
les évaluer successivement : d’abord e1, puis es. Comme dans la plupart des langages de
programmation, la séquence est notée par un point virgule en Caml. L’opération «e;
puis es » s’écrit donc ey ; es. Nous écrivons donc:

# print_string "Bonjour "; print_string "tout le monde!";;
Bonjour tout le monde!- : unit = ()

La machine a d’abord imprimé Bonjour puis tout le monde!, comme on s’y attendait.
Le résultat de toute l'opération (de toute la séquence) est «rien». Cela s’explique
naturellement parce que le résultat de la premiere impression (un premier «rien») a
été oublié. De maniere générale, la séquence «jette» le résultat du premier calcul et
renvoie le résultat du second: e; ; ey s’évalue en la méme valeur que eo. Comme le
résultat de e est détruit, il est clair que 'expression e; n’est utile que si elle produit
des effets: il serait stupide d’évaluer la séquence (1 + 2); 0 qui rendrait exactement
le méme résultat que O.

# (1 +2); 0;;

Entrée interactive:

Attention: cette expression est de type int,

mais est utilisée avec le type unit.

- :int =0

On constate d’ailleurs que le compilateur émet une alerte pour indiquer que ’expression
(1 + 2) produit un résultat qui sera ignoré!
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Pour délimiter précisément une séquence, on ’encadre souvent entre les mots-clés
begin (début) et end (fin):
# begin

print_string "Voila ";

print_string "Caml!";

print_newline ()

end;;

Voila Caml!
- : unit = ()
La derniere expression, print_newline (), fait imprimer un retour chariot. La fonction
print_newline opére entierement par effets, elle n’a donc pas de parametre significatif,
ni de résultat significatif.

1.7 Conventions syntaxiques

Résumons quelques conventions syntaxiques qu’il est bon d’avoir en téte pour la
suite.

Définitions de fonctions

Pour les définitions de fonctions, nous avons la convention suivante :

let fz= ... estéquivalent & 1let f=functionz -> ...

On peut itérer cette convention pour définir les fonctions a plusieurs arguments:
let foxy= ... estéquivalent a let f=functionz -> functiony-> ...

Application de fonctions

Pour ce qui est de 'application de fonction, nous avons vu que les parentheses
autour de 'argument était facultatives:

Si = est une variable ou une constante, f x est équivalent & f ()

Attention : cette convention n’est valable que lorsque x est une variable ou une con-
stante. Si vous employez cette convention avec une expression plus compliquée, les
parentheses retrouvent leur sens habituel en mathématiques (le groupement des expres-
sions) et la présence de parentheéses modifie alors le résultat du calcul. Par exemple,
largument négatif d’une fonction doit impérativement étre parenthésé: f (—1) sans
parenthéses est compris comme la soustraction f — 1. De méme, si 'argument est une
expression complexe, vous ne pouvez pas supprimer les parentheses sans changer le
résultat :

# successeur (2 * 3);;
- : int =7
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# successeur 2 * 3;;

- : int = 9

Cette derniere phrase est comprise par Caml comme si vous aviez écrit (successeur
2) * 3. C’est d’ailleurs un phénomene général pour tous les opérateurs de Caml: les
applications de fonctions en argument des opérations sont implicitement parenthésées.
Par exemple successeur 2 - successeur 3 est lu comme (successeur 2) -
(successeur 3), et de méme pour tous les opérateurs: successeur 2 >= successeur
3 est correctement interprété.

fz+gy estéquivalent a (fz)+ (gy)

Application de fonctions a plusieurs arguments

L’application de fonctions a plusieurs arguments suit les mémes conventions:
moyenne (2) (6) est équivalent a moyenne 2 6, mais vous devez conserver les
parentheses si vous voulez calculer moyenne (2 * 3) (3 + 3).

Techniquement, on dit que ’application «associe a gauche » en Caml, ce qui signifie
que les parentheses peuvent étre omises dans (f x) y, qui correspond au résultat de f de
x appliqué a y, mais qu’elles sont indispensables dans f (¢ x), qui signifie au contraire
f appliquée au résultat de I'application de la fonction g a =x.

fxy estéquivalent & (f z)y

Au lieu de moyenne 2 6, on peut donc écrire (moyenne 2) 6 . La deuxieme forme est
évidemment un peu étrange, mais elle a la méme signification que la premiere. On a
donc beaucoup de manieres équivalentes d’exprimer I'application de la fonction moyenne
a 2 et a 6. La plus simple est évidemment sans parentheses aucunes: «moyenne 2 6 ».
Mais I'on peut écrire aussi «moyenne (2) (6) » ou, en utilisant la regle précédente pour
ajouter encore des parentheéses, « (moyenne (2)) 6» ou méme « (moyenne (2)) (6) ».
En pratique, nous utiliserons toujours la forme la plus simple, sans parentheses.

En revanche, on ne peut absolument pas grouper les arguments 2 et 6 a I'intérieur
de parentheses: moyenne (2 6) est erroné. Cela signifierait en effet qu'on désire ap-
pliquer moyenne a un seul argument «2 6». Qui plus est, cela voudrait dire qu’on
tente d’appliquer le nombre 2 au nombre 6! Des expressions construites sur le modele
moyenne (2 6), c’est-a-dire, plus généralement, du genre f (g y), ont pourtant un
sens. Considérez, par exemple le calcul du successeur du successeur de 1. On écrit
naturellement :

# successeur (successeur 1);;

- : int = 3

Mais si 'on 6te les parentheéses, on écrit successeur successeur 1 et cela signifie
maintenant que nous voulons appliquer la fonction successeur a deux arguments (le
premier argument serait la fonction successeur elle-méme et le second argument serait
1). Cependant la fonction successeur n’admet qu’un seul argument ; si nous retirons
les parentheses (sciemment ou par inadvertance), Caml nous indique donc une erreur :
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# successeur successeur 1;;

Entrée interactive:

>successeur successeur 1;;

s asssaaaaana

Cette expression est de type int -> int,
mais est utilisée avec le type int.

Le message indique en effet que l’expression soulignée (successeur) est une fonction
de type int -> int: elle ne peut pas étre utilisée comme un argument entier.
Retenons de toute facon que:

f(gy) n’est pas équivalent & fgy

1.8 Diagrammes syntaxiques

Nous résumons la maniere d’écrire les constructions de Caml au moyen de définitions
simplifiées de syntaxe, telles que:

expression = entier
| chaine-de-caractéres

booléen

Cette définition signifie qu’une expression du langage Caml (ezpression) est (::=) ou
bien un entier (entier), ou bien (|) une chaine de caracteres (chaine-de-caractéres), ou
bien (|) un booléen (booléen), ou bien ... Ceci n’est qu'un exemple et nous ne faisons
évidemment pas figurer toutes les constructions concernant les expressions. D’ailleurs,
nous savons déja qu’une séquence est une expression; elle devrait donc figurer dans
I’ensemble des expressions, de méme que les expressions parenthésées (toute expression
entourée de parentheéses est une expression). Avec ce formalisme, une séquence se décrit
par:

séquence ::= exrpression ; expression
ou encore, si elle est délimitée par les mots-clés begin et end:
séquence ::= begin expression ; expression end

Cette méthode de description de la syntaxe d’un langage est appelée «syntaxe BNF »,
pour Backus-Naur Form, des noms de John Backus et Peter Naur qui ’ont répandue.
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Récursiviteé

Ou l’on apprend a parler de ce qu’on ne connait pas encore . . .

OUS NE CONNAISSEZ PAS les fonctions récursives, ou n'y avez jamais rien

compris, ou bien vous vous passionnez pour les tours de Hanoi? Alors lisez

ce chapitre, il est fait pour vous. Nous y apprendrons une nouvelle maniere
d’utiliser I'ordinateur. Jusqu’a présent nous nous en servions pour obtenir les solutions
a des problemes que nous savions résoudre, mais qui demandaient trop de calculs
mathématiques pour que nous les traitions a la main. C’est ’emploi de 'ordinateur le
plus répandu actuellement : la machine sert a effectuer un tres grand nombre de fois
des opérations simples (pensez & des logiciels de gestion, paye ou comptes en banque).
Avec la récursivité, on éleve la programmation & un rang autrement plus noble: on
écrit des programmes qui résolvent des problemes que l'on ne sait pas forcément
résoudre soi-méme. Parvenir a diriger une machine pour qu’elle trouve pour nous la
solution d’un probléme est réellement fascinant, il est méme grisant de voir apparaitre
cette solution au terminal, quand elle est le résultat de ’exécution d’un programme
qu’on a soi-méme écrit sans avoir conscience de savoir résoudre le probleme.

2.1 Fonctions récursives simples

Notion de récursivité

Une définition récursive est une définition dans laquelle intervient le nom qu’on est
en train de définir. Cela correspond dans le langage courant a une phrase qui «se mord
la queue ». L’exemple typique est la réponse a la question «Qu’est-ce qu’'un égoiste 7 »:
«Quelqu’un qui ne pense pas a moi ! ». Il est clair qu’on soupgonne légitimement ce genre
de phrases d’étre dénuées de sens et que c’est souvent le cas. Pourtant, les définitions
récursives sont tres employées en mathématiques et en informatique, domaines ou ’on
se méfie beaucoup des phrases «dénuées de sens». Il existe donc forcément des phrases
qui «se mordent la queue » et pourtant possedent une signification précise, utilisable en
mathématiques ou informatique. Toute la difficulté des définitions récursives provient
de la détection des cas ou la récursivité entraine le non-sens. Une définition récursive
sensée est qualifiée de bien fondée. Nous verrons par 'exemple ce que cela veut dire.
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L’intuition la plus simple qu’on puisse donner de la récursivité est 1'idée de
«recommencer » la méme chose. La récursivité est présente aussi dans le domaine
graphique, un exemple nous est donné par le célebre dessin qui orne les couvercles
de «Vache qui rit», figurant une vache qui porte en boucles d’oreilles des boites de
«Vache qui rit» (dont les couvercles comportent donc le dessin lui-méme). Dans le
domaine physique, l'infinité d’images qui apparait dans deux miroirs quasi paralleles
est aussi une bonne analogie (expérience habituelle chez le coiffeur).

Prenons un exemple plus informatique: la tres célebre fonction «factorielle»,
qui retourne le produit des nombres entiers inférieurs ou égaux a son argument. En
mathématiques, elle est notée par un point d’exclamation (!) placé apres son argument.
On a par exemple 4! = 4 x 3 x 2 x 1. La fonction factorielle est définie par :

Nl — 1 sin=20
" ] nx(n—1)! sinon.

Cette définition est récursive: le nom «!» intervient dans le corps de sa propre
définition. Donc, pour comprendre la signification de n! il faut comprendre celle de
(n — 1)!. Cela semble difficile, car on exige la compréhension d’une notion qu’on est
justement en train d’expliquer ... En fait, cela se justifie parce que le calcul de n!
termine toujours: il suffit d’étre patient et de continuer le calcul jusqu’a atteindre 0, ce
qui arrivera forcément puisqu’on explique la signification de n! en fonction de (n — 1)!.
Par exemple :

3 = 3xB-1=3x2!
Ix2x(2-1!'=3x2x1!
3x2x1x(1-1)=3x2x1x0!
= 3xXx2x1x1=6

La définition mathématique récursive de la fonction factorielle est donc bien fondée:
on obtient finalement un résultat pour tout argument entier naturel.

Ce genre de définition se traduit tres facilement en Caml; mais pour cela nous
devons explicitement prévenir Caml que nous désirons faire une définition récursive,
grace a une nouvelle construction: let rec. Avant de I’employer, expliquons pourquoi
il est nécessaire d’introduire une nouvelle construction.

Portée statique et définitions récursives

En mathématiques, vous ne pouvez parler d’une entité mathématique avant d’en
avoir donné la définition. Le méme axiome est vrai en Caml: vous ne pouvez utiliser
un identificateur s’il n’a recu une définition préalable. C’est ce qu’on appelle la portée
statique, parce que vous pouvez trouver la définition de n’importe quel identificateur
indépendamment du comportement du programme a l’exécution (au contraire de la
portée dynamique, ou la valeur d’un identificateur dépend de la facon dont le calcul
se déroule). En Caml, pour une occurrence quelconque d’un identificateur, disons x, il
vous suffit d’examiner le texte du programme qui précéde x pour trouver la liaison qui
a défini x. Cette liaison est soit une définition de x: let x =, soit une définition de
fonction qui a x pour parametre: function x ->.
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# let x = 1 in

let x =x+ 1 in

x + 3;;
- : int =5
L’identificateur x qui apparait dans x + 1 dans la définition let x = x + lestliéa 1
(par la précédente définition let x = 1), alors que le dernier x dans x + 3 est lié a 2
par la précédente définition let x = x + 1, comme le suggere ce schéma:

let x = 1 in
let x = + 1 in
+ 3

Le mécanisme de liaison est similaire pour des définitions simultanées (définitions
séparées par le mot-clé and).

# let x = 1 in

let x =x + 1

and y = x + 2 in x + y;;
- :int =5
Les deux x intervenant dans les définitions let x = ... and y = ... font tous les
deux référence au nom x précédemment défini par let x = 1. Les liaisons sont mises
en évidence dans ce schéma:

let x = 1 in

let}Ac= + 1
%ndy=®+2in
+

On retiendra que, dans une définition Caml (y compris une définition simultanée),

Un nom fait toujours référence a une définition préalable.

La construction let rec

Ceci pose évidemment probleme pour définir des fonctions récursives : nous ne pou-
vons utiliser une définition introduite par un let, a cause de la regle de portée statique.
En effet, si nous écrivons let £ = ... f ..., loccurrence de f dans I'expression
définissante ... f ... ne correspond pas au nom f que nous sommes en train de
définir (en particulier parce que f n’est pas encore définie!) mais doit correspondre &
une définition précédente de £. Un petit schéma vaut mieux qu'un long discours: la
liaison de f s’établit vers le passé.

let f = ...;ﬁ ...1in

C’est pourquoi une simple construction let ne permet pas de définir une fonction
récursive :
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# let factorielle n = if n = O then 1 else n * factorielle (n - 1);;
Entrée interactive:

>let factorielle n = if n = 0 then 1 else n * factorielle (n - 1);;
s asssaaaaanan
L’identificateur factorielle n’est pas défini.

En bref: une liaison let n’est pas récursive; il y a donc en Caml une construction
spéciale, let rec, destinée a introduire les définitions récursives. Cette construction
établit une liaison de la forme suivante :

let rec f = (f ...in

Maintenant, nous définissons facilement la fonction factorielle:

# let rec factorielle n =
if n = 0 then 1 else n * factorielle (n - 1);;
factorielle : int -> int = <fun>

# factorielle 3;;
- : int = 6

Compter a ’endroit et a ’envers

Pour comprendre comment s’exécute un appel a une fonction récursive, définissons
une fonction qui énumere les nombres par ordre décroissant jusqu’a 1, a partir d’une
certaine limite: par exemple, pour une limite de 5 nous voulons obtenir I'impression de
«b 4 3 2 1» sur I’écran.

Bien que le but de ce programme soit exclusivement de produire des effets, la
récursivité s’y introduit naturellement, puisque énumérer a partir d’une certaine limite
n, c’est: si la limite est 0, alors ne rien faire; sinon, imprimer n, puis énumérer les
nombres précédents. Si I'on se rend compte que «énumérer les nombres précédents »
consiste tout simplement a appeler notre fonction avec la nouvelle limite n — 1, on
obtient le programme suivant :

# let rec compte_a_rebours n =
if n = 0 then () else
begin
print_int n; print_string " ";
compte_a_rebours (n - 1)
end;;
compte_a_rebours : int -> unit = <fun>
# compte_a_rebours 10;;
10987654321 - : unit = ()
La fonction d’impression des entiers au terminal se nomme tout naturellement
print_int, par analogie avec la fonction d’impression des chaines print_string. Vous
devinez le schéma de nommage de ces fonctions, qui consiste a suffixer le nom print_
par le type de 'argument. Ainsi, la fonction d’impression des nombres flottants (les
valeurs du type float que nous verrons au chapitre 8) s’appelle print_float, et celle
pour les caracteres (type char) s’appelle print_char.

Telle qu’elle est écrite, la fonction compte_a_rebours ne termine pas si on lui passe
un argument négatif (la définition n’est donc pas bien fondée). Il serait plus sur de
remplacer le test n = 0 par le test n <= 0.
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Par curiosité, inversons l’appel récursif et les impressions: autrement dit rem-
placons print_int n; print_string " "; compte_a_rebours (n - 1) par
compte_a_rebours (n - 1); print_int n; print_string " ". Et afin de ne pas
perdre notre fonction précédente, nous nommons compte cette version modifiée de

compte_a_rebours. Nous obtenons:

# let rec compte n =
if n = 0 then () else
begin
compte (n - 1);
print_int n; print_string " "
end;;
compte : int -> unit = <fun>
# compte 10;;
12345678910 - : unit = ()

Cette fonction compte a I'endroit! C’est plus difficile & comprendre: I'impression se
produit au retour des appels récursifs. On doit d’abord atteindre n = 0 avant d’imprimer
le premier nombre, qui est alors 1. En effet, c’est toujours pendant I’évaluation de
compte 1 que nous appelons compte 0. Aprés avoir imprimé 1, compte 1 retourne a
I’évaluation de compte 2, qui écrit 2 et retourne a compte 3, et ainsi de suite.

Nous allons utiliser le mécanisme de «trace » de Caml pour suivre les appels récursifs
et les impressions. Ce mécanisme imprime a ’écran les appels successifs d’une fonc-
tion, ainsi que les résultats que la fonction calcule. Tracons par exemple la fonction
successeur:

# let successeur x = x + 1;;
successeur : int -> int = <fun>

# trace "successeur'";;

La fonction successeur est dorénavant tracée.
- : unit = ()

# successeur 2;;

successeur <-- 2

successeur --> 3

- : int = 3

Vous l'avez deviné, I'appel d’une fonction est indiqué par le signe <-- suivi de
I’argument concerné, tandis que le signe --> signale un retour de fonction et affiche
le résultat obtenu. Nous suivons maintenant le déroulement des appels a compte et
compte_a_rebours:

# trace "compte"; trace "compte_a_rebours";;
La fonction compte est dorémnavant tracée.

La fonction compte_a_rebours est dorénavant tracée.
- : unit = ()

# compte 3;;

compte <-- 3

compte <-- 2

compte <-- 1

compte <-- 0

compte --> ()

1 compte --> ()
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2 compte —-> ()
3 compte —--> ()
- : unit = ()

On voit clairement que compte 7 s’achéve avant 'impression de i — 1 et que compte 0 se

termine avant toute impression. Cela contraste avec compte_a_rebours, qui imprime

i avant I’appel compte_a_rebours (i — 1):

# compte_a_rebours 3;;
compte_a_rebours <-- 3

3 compte_a_rebours <-- 2
2 compte_a_rebours <-- 1
1 compte_a_rebours <-- 0
compte_a_rebours --> ()
compte_a_rebours --> ()
compte_a_rebours --> ()
compte_a_rebours --> ()
- : unit = ()

Epeler a ’endroit et a ’envers

Nous allons maintenant montrer la récursion a I’ceuvre sur les chaines de caracteres.
Pour ce faire, nous avons besoin d’opérations supplémentaires sur les chaines de car-
acteres. La fonction prédéfinie string_length renvoie la longueur d’une chaine de car-
acteres. La notation s. [1] désigne le ™€ caractere de la chaine de caractéres s. Le pre-
mier caractere a pour numéro 0; le dernier a donc pour numéro string_length s—1.

Acces dans une chaine s 1= s .[ indice ]

# let le_langage = "Caml';;
le_langage : string = "Caml"
# string_length le_langage;;
- : int = 4

# le_langage. [0];;

- : char = ‘C¢

Un caractere en Caml est donc un signe typographique quelconque compris entre deux
symboles ¢.

Voici deux fonctions qui épellent des mots. La premiere épelle a 'envers, en com-
mengant par le dernier caractere de la chaine et en s’appelant récursivement sur le
caractere précédent.

# let rec épelle_envers_aux s i =
if 1 >= 0 then
begin
print_char s.[i]; print_char ¢ ¢;
épelle_envers_aux s (i - 1)
end;;
épelle_envers_aux : string —-> int -> unit = <fun>
# let épelle_envers s = épelle_envers_aux s (string_length s - 1);;
épelle_envers : string -> unit = <fun>
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# épelle_envers "snob";;
bons - : unit = ()
La seconde épelle a ’endroit, en commengant par le premier caractere et en s’appelant
récursivement sur le prochain caractere.
# let rec épelle_aux s i =
if 1 < string_length s then
begin
print_char s.[i]; print_char ¢ ¢;
épelle_aux s (i + 1)
end;;
épelle_aux : string -> int -> unit = <fun>
# let épelle s = épelle_aux s O;;
épelle : string -> unit = <fun>
# épelle "snob";;
snob-: unit = ()
Ces deux exemples utilisent une forme nouvelle de l'alternative: la construction
«if ... then ... » sans partie else. La partie else omise est implicitement complétée
par le compilateur, qui ajoute else (), autrement dit «sinon rien». Ainsi, le code:

if 1 >= 0 then begin ... end;;
est compris par Caml comme si nous avions écrit :

if i >= 0 then begin ... end else ();;

Cette complétion automatique vous explique pourquoi la phrase suivante est mal typée :
# if true then 1;;

Entrée interactive:

>if true then 1;;

S5 -

Cette expression est de type int,

mais est utilisée avec le type unit.

Retenons la définition d’une alternative sans partie else:

if cond then e est équivalent & if cond then e else ()

Les palindromes

Un palindrome est un mot (ou un groupe de mots sans blancs) qui se lit aussi bien
a l'endroit qu’a ’envers. Pour déterminer si un mot constitue un palindrome, il suffit
de vérifier que ses premier et dernier caracteéres sont identiques, puis de vérifier que le
mot situé entre ces deux caracteres est lui aussi un palindrome.

mémes caracteres

\ \

chaine s [cJoJoJo]oJo]o]o]o]o]c]

A palindrome s’ |

Il faut aussi remarquer qu’un mot réduit a un seul caractere est un palindrome et que
la chaine vide est elle aussi un palindrome (puisqu’elle se lit aussi bien & l’endroit qu’a
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I’envers). Pour obtenir une sous-chaine d’une chaine de caractéres, on utilise la fonction
prédéfinie sub_string (sous-chaine), qui extrait une sous-chaine partant d’un indice
donné et d’une longueur donnée :

# sub_string "Le langage Caml" 3 7;;
- : string = "langage"

En particulier, sub_string s 1 (string_length s - 2) retourne la chaine s privée
de son premier et de son dernier caractere. Ceci se traduit par la fonction récursive
suivante :

# let rec palindrome s =
let longueur = string_length s in
if longueur <= 1 then true else
if s.[0] = s.[longueur - 1]
then palindrome (sub_string s 1 (longueur - 2))
else false;;
palindrome : string -> bool = <fun>

# palindrome "serres";; # palindrome "toto";;
- : bool = true - : bool = false

Opérateurs booléens

Cette fonction s’écrit plus élégamment a ’aide des opérateurs «et» et «ou» des
booléens. Par définition, si P et () sont des booléens, alors I’expression P et () est vraie
quand P et () sont vraies simultanément. Naturellement, ’expression P ou () est vraie
des que P ou bien @ est vraie et a fortiori si P et ) sont vraies. En Caml le «ou» se
note || et le «et» &&.

Les opérateurs || et && remplacent certaines formes d’expressions conditionnelles.
En effet, la construction if P then true else () calcule la méme valeur booléenne que
P || Q et de méme if P then Q else false calcule la méme valeur que P && (). Bien
str, if P then true else false se simplifie en P. On clarifie souvent les programmes
en appliquant ces équivalences. Voici donc une version plus simple de palindrome qui
utilise les opérateurs booléens:

# let rec palindrome s =
let longueur = string_length s in
(longueur <= 1) ||
(s.[0] = s.[longueur - 1]1) &&
(palindrome (sub_string s 1 (longueur - 2)));;
palindrome : string -> bool = <fun>

Les constructions || et && ont les mémes priorités relatives que + et *, c’est-a-dire le
méme parenthésage implicite. Ainsi, de la méme fagon que a + b * c se lit en fait
a+ (b *x c), expression a || b && c est luea || (b && c) par la machine. On

lit alors le code de palindrome tres naturellement: une chaine est un palindrome si sa
longueur est inférieure a 1, ou si ses caracteres de début et de fin sont les mémes et que
la sous-chaine qu’ils délimitent est un palindrome.
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Fonction récursive a plusieurs arguments

Pour plus d’efficacité, nous réécrivons la fonction palindrome en comparant di-
rectement les caracteres de la chaine argument deux a deux, sans créer de sous-chaines.
On prend donc deux indices dans la chaine argument s. L’indice i démarre au premier
caractere ; I'indice j démarre au dernier caractére (au départ de la boucle on a donc
nécessairement ¢ < j, sauf si la chaine est vide). A chaque étape, on compare les car-
acteres d’indice 7 et j. S’ils sont égaux, on continue; sinon, la chaine n’est évidemment
pas un palindrome. La récursion s’arréte quand 'indice ¢ atteint ou dépasse j. Dans le
cas i = j, on est sur le caractere central de la chaine et il n’y a rien a faire (il ne reste
qu'un caractere & examiner forcément égal a lui-méme): s est un palindrome. Dans le
cas © > 7, il n’y a rien a faire non plus: on a dépassé le milieu de la chalne en ayant
comparé deux a deux tous les caracteres, donc s est un palindrome. Cet exemple nous
fournit notre premiére fonction récursive a plusieurs arguments.

# let rec palin s i j =

(1 >= 3) Il (s.[i] = s.[]) && (palin s (i + 1) (j - 1));;
palin : string -> int -> int -> bool = <fun>
# let palindrome s = palin s O (string_length s - 1);;
palindrome : string -> bool = <fun>
# palindrome "eluparcettecrapule";;
- : bool = true

On simplifie encore un peu ce programme en écrivant la palin a lintérieur de
palindrome, ce qui lui 6te 'argument s, qui est lié par la fonction palindrome et
qui est donc visible par la fonction locale palin. C’est la version la plus jolie. Par
coquetterie, nous avons aussi supprimé les parentheses autour des tests, car elles sont
implicites.
# let palindrome s =

let rec palin i j =

i >= 3 Il s.[i] = s.[j] && palin (i + 1) (j - 1) in

palin O (string_length s - 1);;

palindrome : string —-> bool = <fun>

# palindrome "tulaStroPécraséCésarcéPortSalut";;
- : bool = true

2.2 Définitions par cas: le filtrage

Nous avons donné la définition récursive suivante de la fonction factorielle :
let rec factorielle n = if n = 0 then 1 else n * factorielle (n - 1);;

Caml dispose d’une maniére encore plus concise de définir cette fonction: I’analyse de
cas. Il y a ici deux cas possibles pour 'argument de factorielle, ou bien c’est 0 ou
bien il est différent de 0. On I’écrit ainsi:
# let rec factorielle = function

| 0 > 1

| n -> n * factorielle (n - 1);;
factorielle : int -> int = <fun>
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L’analyse de cas | 0 -=> 1 | n -> n * factorielle (n - 1) signifie simplement:
si Pargument de la fonction est 0 alors renvoyer 1, sinon nommer n ’argument de la
fonction et retourner n * factorielle (n - 1). La barre verticale « | » introduit donc
les cas et correspond a un «ou bien», tandis que la fleche «->» indique ce qu’il faut
calculer dans le cas correspondant.

L’analyse de cas porte le nom technique de filtrage que nous emploierons désormais.
Le filtrage est un trait extrémement puissant de Caml. Il est intégré dans de nombreuses
constructions du langage et tres fréquemment employé dans les programmes.

Il arrive dans certains cas qu’on n’utilise pas I’argument de la fonction pour calculer
le résultat :

# let égal_un = function | 1 -> true | x -> false;;
égal_un : int -> bool = <fun>

Pour bien montrer que le nom x ne sert a rien, puisque sa valeur n’est pas nécessaire
pour retourner false, on se sert d’'un symbole spécial «_» (le souligné), qui signifie
«dans tous les autres cas»:

# let est_un = function | 1 -> true | _ -> false;;
est_un : int -> bool = <fun>

# est_un 1;; # est_un O;;

- : bool = true - : bool = false

Nous abordons maintenant un probleme apparemment tres difficile, qu’une fonction
récursive résout sans difficulté et avec une grande élégance.

2.3 Les tours de Hanoi

La légende

Le jeu des tours de Hanoi consiste en une plaquette de bois sur laquelle sont plantées
trois tiges. Sur ces tiges sont enfilés des disques de bois dont les diametres sont tous
différents. La seule regle du jeu est de ne jamais poser un disque sur un disque plus
petit que lui, et de ne déplacer qu’un seul disque a la fois. Au début du jeu tous les
disques sont posés sur la tige de gauche. Le but du jeu est de déplacer les disques d’une
tige sur 'autre, sans jamais violer la regle, pour finalement les amener tous sur la tige
de droite.

Le jeu original était accompagné d’une notice racontant la légende de moines d’un
temple de Hanoi qui passaient leur temps a résoudre ce jeu pour atteindre le nirvana.
En effet, les moines croyaient que la fin du monde arriverait lorsque le jeu serait achevé.
Leur jeu grandeur nature occupait la cour d’un temple. Il se composait de 64 disques
d’or et de trois tiges d’ivoire d’un metre de haut. Cette légende a été inventée par le
mathématicien frangais Edouard Lucas en 1883.

Notre but est d’écrire un programme qui indique les mouvements a faire pour
résoudre le jeu. Si vous n’étes pas trop impatient, cherchez quelques instants vous-
méme la solution. C’est difficile, n’est-ce pas? Et pourtant, ce jeu est étrangement
facile & résoudre avec une procédure récursive.
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Déplacer les autres disques sur B en respectant la regle:
hanoi ACB (n - 1)

— T

autres
disques

[ plus gros disque ]
A B C

Déplacer le disque restant vers C:
mouvement A C

D

autres
disques

[ plus gros disque ]
A B C

Déplacer les autres disques de B vers C en respectant la regle:
hanoi BAC (n - 1)

— T

autres
disques

[ plus gros disque ]

A B C
autres
disques
[ plus gros disque ]
A B C

Figure 2.1: Comment résoudre le probleme des tours de Hanoi.
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Le programme

Supposons que les tiges s’appellent A, B et C, que n soit le nombre de disques, tous
posés au départ sur la tige A, et que nous devions les mettre sur la tige C. L’astuce
consiste a se rendre compte que si nous savions comment résoudre le probleme pour
n — 1 disques alors nous saurions le faire pour n, sans violer la regle. En effet, si ’'on
suppose les n — 1 disques déja posés sur la tige B, le dernier disque encore posé sur la
tige A est le plus gros disque. Il nous suffit donc de le poser sur la tige C qui est vide
(pas de violation possible de la regle), puis de déplacer les n — 1 disques de la tige B &
la tige C. C’est possible puisque nous supposons savoir comment déplacer n — 1 disques
d’une tige a une autre et puisque c’est le plus gros disque qui est maintenant posé sur
C, il n’y a pas de violation de la régle en posant les n — 1 disques de B sur la tige C (voir
la figure 2.1). Mais nous savons aussi résoudre le probleme pour 0 disques: il n’y a rien
a faire. Nous savons donc résoudre le probleme des tours de Hanoi pour tout n. C’est
encore plus facile a dire en Caml: nous définissons d’abord une fonction auxiliaire pour
imprimer les mouvements, puis la procédure principale.

# let mouvement de vers =
print_string
("Déplace un disque de la tige " ~ de ~ " a la tige " ~ vers);
print_newline ();;
mouvement : string -> string -> unit = <fun>

# let rec hanoi départ milieu arrivée = function
| 0->0
| n -> hanoi départ arrivée milieu (n - 1);
mouvement départ arrivée;
hanoi milieu départ arrivée (n - 1);;
hanoi : string -> string -> string -> int -> unit = <fun>

Les noms des arguments départ, milieu et arrivée sont échangés lorsque nous voulons
déplacer les disques d’une tige a ’autre : par exemple, pour déplacer un disque de la tige
de nom départ vers la tige argument milieu, nous écrivons hanoi départ arrivée
milieu 1.

# hanoi IIAII IIBII IICII 3; ;

Déplace un disque de la tige A & la tige C
Déplace un disque de la tige A & la tige B
Déplace un disque de la tige C & la tige B
Déplace un disque de la tige A a la tige C
Déplace un disque de la tige B & la tige A
Déplace un disque de la tige B & la tige C
Déplace un disque de la tige A & la tige C

- : unit = ()

Vérifiez: le casse-téte est résolu. C’est magique! On n’a pas vraiment 'impression
d’avoir écrit un programme si savant ...

Ne vous inquiétez pas si vous éprouvez des difficultés a comprendre la procédure
hanoi. C’est normal, car c’est le premier exemple de programme Caml qui nous oblige
a changer franchement notre fagcon d’appréhender les programmes. En effet, il est
extrémement difficile de comprendre comment la procédure marche. Au contraire, il
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faut se demander pourquoi elle marche. Le pourquoi est simple: il est entierement con-
tenu dans la figure 2.1. Si vous étes persuadé du bien-fondé de la méthode de résolution
que la figure suggere et que vous étes convaincu que la procédure hanoi implémente
correctement cette méthode, alors ne cherchez pas plus loin: vous avez tout compris.
Si en revanche vous essayez de suivre le déroulement des appels récursifs et les per-
mutations d’arguments qui se déroulent a 'exécution de la procédure (par exemple
en utilisant la trace de Caml), vous serez vite perdu. En fait, méme si vous suiviez
précautionneusement ce déroulement vous n’en apprendriez pas plus, si ce n’est que
¢a marche, puisque vous constateriez que les bons arguments se mettent en place au
bon moment pour produire les bons résultats, comme par miracle. Il faut se décider
a penser que ce suivi pas a pas du déroulement des programmes est du ressort de la
machine exclusivement. Notre compréhension est de bien plus haut niveau: elle con-
siste essentiellement a prouver que le programme ne peut que marcher; comment le
programme parvient effectivement au bon résultat ne nous regarde pas. Il est heureux
que cette noble activité de réflexion sur le bien-fondé d’une méthode de résolution d’un
probleme nous appartienne en propre, alors que nous déléguons aux machines la mise
en ceuvre effective. Un équilibre se crée ainsi: si la réflexion sur la méthode est hors de
portée de la machine, la gestion sans erreurs des passages de parametres et la reprise
des appels récursifs en suspens est un jeu d’enfant pour la machine, alors que nous
serions incapables d’une telle rigueur. Rendons donc aux machines ce qui appartient
aux machines.

Pour ceux que cela intéresse, la section suivante esquisse les fondements théoriques
de la méthode qui explique pourquoi la procédure hanoi marche effectivement. Acces-
soirement, il permet aussi de calculer la date a laquelle les moines auront achevé leur
travail et donne donc une bonne idée de la date de la fin du monde! Si tout cela ne
vous préoccupe pas, passez directement au chapitre suivant.

2.4 Notions de complexité

La complexité est I’étude du nombre d’opérations nécessaires a ’achevement d’un
calcul. Une analyse de complexité permet donc de se faire une idée du temps de cal-
cul nécessaire a ’achévement d’un programme, en fonction de I'argument qui lui est
soumis. En général, on compte le nombre d’opérations élémentaires (additions, multi-
plications, soustractions et divisions, comparaisons de valeurs, affectations d’éléments
de tableau) et/ou le nombre d’appels de fonctions. Par exemple, la fonction successeur
demande une seule opération, quel que soit son argument. En revanche, la complexité
de la fonction factorielle dépend de son argument : elle demande n opérations pour
I’argument n. Plus précisément, il faut n multiplications, n+1 appels récursifs a la fonc-
tion factorielle et n soustractions. Si I’on considere que ces trois types d’opérations
ont des cotts voisins, alors la complexité de factorielle est de I'ordre de 2n+ (n+1),
c’est-a-dire de l'ordre de 3n. On considérera donc que la fonction factorielle a une
complexité qui augmente au méme rythme que son argument, ce qu’on note O(n) et
qu’on prononce «grand-o de n». Plus précisément, O(n) signifie «un certain nombre
de fois» n, plus des termes négligeables devant n quand n devient grand, comme par
exemple une constante. On ne s’intéresse en effet qu’a un ordre de grandeur de la com-
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plexité: cette complexité augmente-t-elle comme Iargument (algorithme linéaire), ou
comme le carré de argument (algorithme quadratique), ou comme une exponentielle de
largument (algorithme ezponentiel)? Dans le cas de factorielle, on résume ’étude
en notant une complexité linéaire O(n), puisque la complexité réelle est 3n + 1.

Principe de récurrence

Les études de complexité et les définitions récursives de fonctions reposent sur un
raisonnement simple sur les propriétés qui concernent les nombres entiers: le principe
de récurrence. Nous allons ’expliquer, puis 1'utiliser pour démontrer des propriétés de
la fonction hanoi.

Le principe de récurrence s’énonce informellement ainsi: si une certaine propriété
sur les nombres entiers est vraie pour 0 et si la propriété est vraie pour le successeur
d’un nombre des qu’elle est vraie pour ce nombre, alors cette propriété est vraie pour
tous les nombres. Formellement : soit P(n) une propriété qui dépend d’un entier n. Si
les phrases suivantes sont vraies:

1. P(0) est vraie