
Arithmétique multiprécision

L'objectif de ce TP est d'�etudier une impl�ementation des entiers naturels de taille arbitraire et des op�erations
usuelles sur ces entiers (les entiers fournis en standard avec Caml, de type int, sont limit�es en magnitude �a±230 ≈ ±109

et ne permettent donc pas d'e�ectuer des calculs sur des nombres de plusieurs dizaines de chi�res). On convient ici de
repr�esenter un nombre entier naturel par la liste de ses chi�res en base 10 ordonn�es par puissances de 10 croissantes
et sans z�eros non signi�catifs, accompagn�ee de la longueur de cette liste de fa�con �a avoir acc�es �a cette longueur en
temps constant.

1) Fonctions utilitaires
Saisir les d�eclarations suivantes qui seront utilis�ees au cours du TP :

let BASE = 10;;

type nombre = {lg : int; ch : int list};; (* longueur, liste des chiffres *)

(* constantes usuelles *)

let zéro = {lg = 0; ch = []} and un = {lg = 1; ch = [1]} and deux = {lg = 1; ch = [2]};;

(* chiffre des unités, reste du nombre *)

let décompose(a) = if a = zéro then 0,zéro else hd(a.ch), {lg = a.lg - 1; ch = tl(a.ch)};;

(* x = chiffre, a = nombre multiprécision, retourne x + a*BASE *)

let assemble x a = if (a.lg > 0) or (x > 0) then {lg = a.lg + 1; ch = x::a.ch} else zéro;;

(* décalage de n chiffres à droite *)

let rec prefix >> a n = if n = 0 then a else assemble 0 (a >> (n-1));;

(* décalage de n chiffres à gauche *)

let rec prefix << a n =

if n = 0 then zéro, a

else let x,y = décompose(a) in let u,v = y << (n-1) in (assemble x u), v

;;

(* conversion int -> nombre *)

let rec nombre_of_int(x) =

if x < 0 then failwith "nombre négatif"

else if x = 0 then zéro

else assemble (x mod BASE) (nombre_of_int(x/BASE))

;;

(* conversion nombre -> int (peut déborder) *)

let rec int_of_nombre(a) =

if a = zéro then 0

else let x,y = décompose(a) in x + BASE*(int_of_nombre y)

;;

(* nombre aléatoire de n chiffres *)

let rec random_nombre n =

if n = 0 then zéro

else if n = 1 then {lg = 1; ch = [1 + random__int(BASE-1)]}

else assemble (random__int BASE) (random_nombre (n-1))

;;

(* affichage avec poids fort à gauche *)

let affiche(a) =

let rec loop(l) = match l with u::v -> loop(v); print_int(u) |[] -> () in

loop(a.ch); print_newline()
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;;

(* résultat d’une comparaison *)

type cmpres = Supérieur | Egal | Inférieur;;

2) Addition, soustraction, comparaison.
La somme et la di��erence de deux nombres peuvent être calcul�ees chi�re par chi�re en propageant les retenues,
comme appris �a l'�ecole primaire. �Ecrire les fonctions :

add_c : nombre -> nombre -> int -> nombre (* addition de deux nombres et d’une retenue *)

sub_c : nombre -> nombre -> int -> nombre (* soustraction de deux nombres et d’une retenue *)

La fonction sub c devra provoquer une erreur si la di��erence �a calculer est strictement n�egative. On d�e�nira les
op�erateurs in�xes d'addition et de soustraction entre nombres par :

let prefix ++ a b = add_c a b 0;;

let prefix -- a b = sub_c a b 0;;

�Ecrire une fonction : cmp : nombre -> nombre -> cmpres qui compare les deux nombres fournis en arguments. Cette
fonction doit uniquement examiner les chi�res des arguments pour d�ecider du sens de la comparaison ; elle ne peut
pas utiliser l'op�eration de soustraction puisque celle-ci peut d�eclencher une erreur en cas de r�esultat n�egatif.

3) Multiplication.
a) Multiplication d’un nombre par un chiffre.

�Ecrire une fonction mul_1 : nombre -> int -> int -> nombre qui prend en arguments un nombre multipr�eci-
sion a, un chi�re b et une retenue c et qui retourne le nombre multipr�ecision a × b + c. On prendra garde �a
fournir un r�esultat sans z�ero non signi�catif.

b) Multiplication de deux nombres, premier algorithme.
Si b = b0 + BASE× b1 alors a× b = a× b0 + BASE× (a× b1). Utiliser cette propri�et�e pour d�e�nir une fonction
mul : nombre -> nombre -> nombre qui calcule le produit de deux nombres multipr�ecision. Si a et b sont deux
nombres de n chi�res, quelle est la complexit�e temporelle du calcul de a× b avec cet algorithme ?

c) Multiplication de deux nombres, algorithme de Knuth.
Soient a, b deux nombres multipr�ecision �a multiplier. L'algorithme de Knuth (aussi appel�e algorithme de
Karatsuba) consiste �a d�ecouper a et b en deux parties : a = a0 + BASEn × a1, b = b0 + BASEn × b1 et �a
calculer r�ecursivement les trois produits : c0 = a0×b0, c2 = a1×b1 et c1 = (a0 + a1)× (b0 + b1). On a alors :

a× b = c0 + BASEn × (c1 − c0 − c2) + BASE2n × c2.

L'entier n est choisi de sorte �a couper l'un des deux multiplicandes, a ou b, en deux parties de mêmes longueurs
�a une unit�e pr�es ; ainsi la complexit�e temporelle pour la multiplication de deux nombres de p chi�res est �(pα)
avec α = lg(3) ≈ 1.58. Programmer cet algorithme. On �ecrira une fonction mulk : nombre -> nombre -> nombre

ayant même interface que mul, et qui utilisera mul comme cas de base lorsque l'un des op�erandes est de longueur
inf�erieure ou �egale �a un seuil �a d�e�nir en constante. On prendra seuil = 1 pour les premiers essais, puis lorsque
mulk fonctionnera correctement, on d�eterminera exp�erimentalement une valeur de seuil optimale �a l'aide de la
fonction de test suivante :

(* essai et chronométrage *)

let test(n) =

let a = random_nombre(n) and b = random_nombre(n) in

let t = sys__time() in

let c = mul a b in

let t1= sys__time() -. t in

let t = sys__time() in

let d = mulk a b in

let t2= sys__time() -. t in

(cmp c d), t1, t2

;;
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La fonction test prend en argument une taille n, tire au hasard deux nombres a et b de n chi�res et chronom�etre
les temps de calcul de a × b par les algorithmes mul et mulk. Le r�esultat fourni est la comparaison des deux
produits (ils doivent être �egaux !), et les temps de calcul en secondes. R�egler seuil de sorte que le temps de
calcul du produit de deux nombres de 1000 chi�res par mulk soit minimal. Penser �a revalider les d�e�nitions de
mulk et de test �a chaque fois que seuil est modi��e.

On d�e�nira, lorsque la valeur de seuil sera d�e�nitivement �x�ee, un op�erateur in�xe de multiplication par la
d�eclaration : let prefix ** = mulk;;

4) Division.
a) Division d’un nombre multiprécision par un int.

Soit a un nombre multipr�ecision et b un entier strictement positif repr�esentable par une valeur de type int.
�Ecrire une fonction div_1 : nombre -> int -> int*nombre telle que div 1 a b retourne le couple constitu�e du
reste et du quotient de la division euclidienne de a par b. Cette fonction sera utilis�ee par la suite avec
1 6 b < BASE2, donc on pourra supposer qu'un calcul interm�ediaire de la forme x + BASE× y avec 0 6 x < BASE

et 0 6 y < b peut être e�ectu�e en int sans d�ebordement, compte tenu de la valeur choisie pour BASE.

b) Division de deux nombres multiprécision.
Soient a et b deux nombres multipr�ecision. Il s'agit de calculer le reste r et le quotient q de la division
euclidienne de a par b. L'algorithme suivant, de type (( diviser pour r�egner )), est dû �a Burnikel et Ziegler :

Soit n = b(longueur(b)− 1)/2c.
Si n = 0 :

Diviser a par b avec l'algorithme div 1.
Sinon, d�ecomposer a : a = a0 + BASEn × a1.
Si a1 > b :

Diviser r�ecursivement a1 par b : a1 = r1 + b× q1.
Diviser r�ecursivement a0 + BASEn × r1 par b : a0 + BASEn × r1 = r0 + b× q0.
Alors r = r0 et q = q0 + BASEn × q1.

Si a1 < b :
D�ecomposer b : b = b0 + BASEn × b1.
Diviser r�ecursivement a1 par b1 : a1 = r1 + b1 × q1.
Soit x = a0 + BASEn × r1 − b0 × q1.
Si x > 0 alors r = x et q = q1, sinon r = x + b et q = q1 − 1.

Programmer cet algorithme. La correction, la terminaison et l'analyse de sa complexit�e constituent des exer-
cices int�erressants qu'on pourra faire en dehors du TP. On �evitera bien sûr de calculer x tel qu'indiqu�e dans
l'algorithme puisqu'on ne dispose pas de soustraction �a r�esultat n�egatif. L'op�erateur de division sera d�eclar�e de
mani�ere in�xe par : let rec prefix // a b = ... ;;

c) Application : calcul approché de
√
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Soient pn, qn entiers naturels tels que pn
qn

= 1
2 + 1

. . . + 1
2

o�u n est le nombre de 2. On peut d�emontrer

math�ematiquement que pn
qn

−−−−→
n→∞

√
2− 1 et que deux fractions successives encadrent la limite, ce qui fournit

un algorithme de calcul approch�e de
√

2 �a BASE−k pr�es : calculer de proche en proche les fractions pn
qn

jusqu'�a en

trouver deux cons�ecutives dont la di��erence est inf�erieure ou �egale �a BASE−k puis prendre
⌊
BASEk × (pn + qn)

qn

⌋

comme approximation de BASEk ×√2.

Programmer cet algorithme. On cherchera une relation donnant pn+1 et qn+1 en fonction de pn et qn sous la

forme
(

pn+1
qn+1

)
= A×

(
pn

qn

)
, o�u A est une matrice convenable. Alors

(
pn

qn

)
= An ×

(
p0
q0

)
, ce qui permet

de calculer pn et qn e�cacement grâce �a l'algorithme d'exponentiation rapide.
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5) Complément : racine carrée entière.
Soit a ∈ N. Il s'agit ici de d�eterminer b = b√ac et r = a− b2.

a) Racine carrée entière d’un int.
On montre facilement que le nombre r�eel

√
a est point �xe de la fonction f : x 7−→ 1

2 (x + a/x) et que la suite
(xn) d�e�nie par x0 = a, xn+1 = f(xn) converge vers

√
a si a > 0. Moins facilement, on peut prouver que

si a ∈ N∗ et (xn) est d�e�ni par x0 = a, xn+1 = bf(xn)c alors la suite (xn) (�a valeurs enti�eres) est d'abord
strictement d�ecroissante puis stationnaire ou oscillante. De plus, le dernier terme de la (( partie strictement
d�ecroissante )) est b = b√ac.

�Ecrire une fonction sqrt_1 : int -> int qui calcule la racine carr�ee enti�ere d'un entier naturel de type int

fourni en argument en exploitant cette propri�et�e. On pensera �a traiter �a part le cas o�u l'argument est nul !

b) Racine carrée entière d’un nombre multiprécision.
L'algorithme suivant, qui est une adaptation (( diviser pour r�egner )) d'une m�ethode d'extraction de racine
carr�ee jadis enseign�ee �a l'�ecole, est dû �a Zimmermann :

Soit n = b(longueur(a)− 1)/4c.
Si n = 0, calculer b avec l'algorithme sqrt 1, puis r = a− b2.
Sinon :

D�ecomposer a : a = a0 + BASEn × a1 + BASE2n × a2.
Calculer r�ecursivement b1 = b√a2c et r1 = a2 − b2

1.
Diviser a1 + BASEn × r1 par 2b1 : a1 + BASEn × r1 = r0 + b0 × (2b1).
Soit x = a0 + BASEn × r0 − b2

0.
Si x > 0 alors b = b0 + BASEn × b1 et r = x,

sinon b = b0 − 1 + BASEn × b1 et r = x + 2(b0 + BASEn × b1)− 1.

Programmer cet algorithme. On �ecrira une fonction sqrt : nombre -> nombre*nombre qui retourne le couple
(r, b). On dispose ainsi d'un nouvel algorithme de calcul approch�e de

√
2 �a BASE−k pr�es : il su�t de calculer la

racine carr�ee enti�ere de 2 × BASE2k. Comparer cet algorithme avec celui d�eduit du d�eveloppement en fraction
continue de

√
2 − 1 vu �a la section pr�ec�edente. On �ecrira une fonction de test inspir�ee de celle utilis�ee pour

comparer les algorithmes de multiplication.
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